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Die nachstehende Abhandlung behandelt die Theorie der par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und die Theorie der 
Berührungstransformationen. Ich versuche die Grundbegriffe und die 
wichtigsten Satze dieser verwandten Theorien durch möglichst durch- 
sichtige Betrachtungen abzuleiten. Darnach gebe ich eine kurzge- 
fasste Zusammenstellung von einigen allgemeinen Resultaten, zu denen 
mich meine Untersuchungen über Gruppen von Berührungstransfor- 
mationen geführt haben. 

1. Sind zar, ... x„ ('.artesische Punktcoordinalen in einem (« — j— 1 )- 
fach ausgedehnten Baume /t, 1+ „ so kann die Gleichung einer durch 
den Punkt : j', . . . x M gehenden n-fach ausgedehnten ebenen Mannig- 
faltigkeit E„ die Form 

(1) 3 ' _ - _ Pt _ iX j _ . . . _ Pn ( Xn ' _ .rj = o 

erhallen ; hier sind %'x[ ... x» Koordinaten eines laufenden Punktes 
unserer ebenen Mannigfaltigkeit E n . Bezeichnen wir daher den In- 
begriff eines Punktes zx x . . . x„ und einer hindurchgehenden ebenen 
Mannigfaltigkeit E H als ein Element des Baumes H u+i , so können 
wir wie in früheren Untersuchungen ■) die 2m -\- \ Grössen 

als Coordinalen eines Elements des Raumes 7J M + , betrachten. Für 
den Begriff Element hat später Clkbscii**) die Bezeichnung Element 
tles idenlisehcn Connexes und Herr Lindrmann** *) die Bezeichnung 

•) ütHwIlschafl der Wüwonschaften zu Christiania, 187 t und t. Mai 1878. Vgl. 
auch GütlingerNachrichlcn Juni und Octobcr 187 2, sowie Math. Annnlen Bd.V, Bd. IX. 
Ci.kbs.:u, (i.ültinger Nachrichten 18. September 187t. 
"*") Clkbscii, Vorlesungen über Geometrie bearbeitet und herausgegeben von 

F. LlNUKMAVV. 

39* 
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Haupldemv.nl angewandt. In der Theorie der Connexc sind mög- 
licherweise diese schwerfälligeren Bezeichnungen berechtigt. Da- 
gegen in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen und 
der Bcrührungslransformationen ist meine ursprüngliche einfachere 
Terminologie vorzuziehen; sie ist auch langst von mehreren Ver- 
fassern, insbesondere von den Herren Mansion, Darboix, Batklind 
und Jordan adoptirt worden. Jedenfalls hat die Lehre von den Diffe- 
rentialgleichungen durch explicite Einfuhrung des Begriffes Element 
an Einfachheit gewonnen. 

Wahlen wir eine ganz beliebige Relation zwischen zt, . . x„ 

z =7-. ./-fr, . . . x n ) 

und fügen zu derselben die n Gleichungen 

pk = H\ (A : = * • • • u) 

hinzu, so besitzt das Gleicbungssystem 

die Eigenschaft die Pfaff'scIic Gleichung 

(3) dz — p { <lx % — ... — p n dx„ — 0 

zu befriedigen. Wir verstehen dies so, dass die Gleichung dz — 
Pidx } -- . .. — p n dx„ = 0 für jedes Werlhsyslem :, x, p, dz, dx, dp 
besteht, welches die Gleichungen (2) und die aus ihnen durch ein- 
malige Differentiation entstehenden Gleichungen erfüllt. 
Es giebt indess noch weitere Gleichungssysteme *) 

«\ = 0 • ®m = 0 
in den Veränderlichen z, welche in dem erklärten Sinne die 

Pfaff'scIic Gleichung dz — p)dx x — ... — ]> H dx n rj= 0 erlullen. 
Dies ist in der Thal der Fall mit jedem Gleichungssysteme von der 
Form : 

| z - p t ;r, - ~- p qi v q =ß(/>, . . p q x u + t ■ T„) , 

r - = ' * Pt ■■■ - T '/ - - h Pq • 'V' - i>x (t ; x p,t Yx, 



*) Wenn wir im Folgenden iibrr Gleicluingssxsteme </>, — 0 . . . <f)„, = 0 in 
gewissen Yeränderlirlien i/, ... ?/„ reden, so setzen wir immer voraus, dass dasselbe 
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welche unter den Zahlen 0, 1, ... n die Zahl q auch sein mag. 
Man beweist leicht '), dass jedes Gleichungssystem 0, — 0 .. . 0 W = 0, 
welches die PFAFF'sche Gleichung (3) erfüllt, n -f- 1 Gleichungen von 
der Form (4) umfasst; zu ihnen können aber weitere Gleichungen 
hinzutreten, welche gar keiner Beschränkung unterworfen sind. 

Das Problem, eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 



zu integriren, kommt darauf hinaus, alle Gleichungssysteme 



zu linden, welche mit der Gleichung 0—0 vertraglich sind. Es 
ist vortheilhaft, dieses Problem durch das allgemeinere") zu er- 
setzen: alle mit der Gleichung 0—0 verträglichen Gleichungssysteme 
0, 0 . . 0„ +1 — 0 zu finden, welche die Pfaff'scIic Gleichung 
dz — />, f/.r, — . . p n dx n — 0 erfüllen. Diese letzte Frage- 
stellung giebt, wie auch bei dieser Gelegenheit hervorgehoben 
werden mag, der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung eine Airgemeinheit und Einfachheit, welche der Jacobi'scIicd 
Theorie fehlt. 

Sagen wir, dass ein Gleichungssystem 0, - 0 . . . 0, l+1 — 0, 
welches die PFAFF'sche Gleichung (3) erfüllt, eine Element-Mannig- 
faltigkeit oder kurz eine Element- 3/,, bestimmt, so können wir das 
Integrationsproblem einer partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung 0 — 0 auch so aussprechen: es sollen alle Element- M u be- 
stimmt werden, deren Gleichungen mit 0=0 vertraglich sind, 
kurz welche 0 — 0 erfüllen. 



in einer solchen Form vorliegt, dass nicht alle m-reihigen Determinanten der Matrix 



") Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiauia, Novhr. 1871; Math. Ann. 
Od. IX. S. i.'iO. In Grassma>Vs Ausdchnimgslehre ( 1 86 1 ), S. 352 lindet sich ein 
Salz, der aascheinend meinen soeben besprochenen Satz als speciellen Fall iiiiifassl . 
Dabei ist aber zu bemerken, dass Gr\ssma.nn s Beweis unrichtig und sein Satz nicht 
allgemein gültig ist. 

"") Gott. Nachrichten October I 874. 




z - F(.r, . . x n ) = 0 , p k - 




= 0 = m) 




vermöge (P, — 0 . <D m = 0 gleich Null werden. 
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2. Ist das Gleichungssystem: 



(5; z - F(a\ . . . x n ) = 0 , Pk - ~~ _ o (A = I ... h) 



mit der Gleichung </>{#, . . . x„z/j, ... p H ) — 0 verträglich, so gehl 

b F 

die Gleichung 0 = 0 durch die Substitution * = F, p k = in 

eine Identität ü,bcr. Wenn aber eine Function von x t . . . iden- 
tisch verschwindet, so verschwinden auch die Difl'ercntialquotienlen 
derselben hinsichtlich x x . . . x n . Es ist also einleuchtend, dass die 
Gleichungen 

jr 1 — r r~ + >• v- ^ . - =0 [k = 1 . . . n) 

vermöge des Glcichungssystems (5) bestehen. 
Bezeichnen wir den Ausdruck 

^ U-7 + tt) --f äS + ''• öT) 

wie gewöhnlich mit dem Symbole so können wir somit 

sagen, dass die » Gleichungen 



vermöge des Gleichungssysteins (5) bestehen. Nun aber verschwindet 
ebenfalls der Ausdruck 



[.. , - m =2* ä -- (» - , rt ) 



vermöge des Gleichungssystems (3). Also erhalten wir den folgen- 
den Salz, der sich nur hinsichtlich der Form von einem längst be- 
kannten Salze unterscheidet: 

Satz 1. /*( das Gleichung&sgstem 

z - F[x, r„) - 0 , l>k - _ 0 I ... ») 

mit der Gleichung </>(zx t . ..p H ) - 0 verträglich, so bestehen die Gleichungen 
[•. » - H) =™ 0 , [», ,,, - ^] = 0 . . . [♦, ,,„ - /£] ^ 0 

d f 

vermöge des Gleichungssystems z — F = 0, — — 0. 
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Benutzen wir den Begriff der infinitesimalen Transformation und 
bolraehlen überdies 

[0t) ^v» 0 - *l+ 

(/', + • • • + />„ + " tf) 

als Symbol einer solchen Transformation in den Veränderlichen 
... x„ p f ... p n , so können wir den Salz I auch folgendennassen 
formuliren: 

Satz 2. Ist das Gleichnngssyslem 

z - F{.v t . . . ..„) = 0 , />, _ LL = o ... ,i„ - = 0 

«»*/ der üleieliuny . . . /jJ = 0 vertraglich, so gestaltet es die in- 

finitesimale Transformation tf'/l- 

Diese nur hinsichtlich der Form neue Bemerkung, die wir 
spHter verallgemeinern, liefert eine einfache und durchsichtige Be- 
gründung der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, wie auch der Theorie der Bcruhrungstransformationcn. Dabei 
setzen wir als bekannt voraus, dass die Invarianz eines GU'iehungs- 
sgslems bei einer infinitesimalen Transformalion eine Eigenschaft des- 
selben ist, die sowohl von der Wahl der Veränderlichen, icic von der 
Form des Gleichnngssystems unabhängig ist. 

Wir werden annehmen, dass ein vorgelegtes, aus ;/ -J- 1 Glei- 
chungen bestehendes Gleichungssyslem: 

«> k . . .*•„ zj, t . ,g (/, ^ i + i) 

durch Auflösung auf die Form 

gebracht werden kann. Alsdann ist es nach dem Vorangehenden 
sicher, dass unser Gleichungssystem jede infinitesimale Transforma- 
lion gestattet; das heisst es verschwinden samuilliche Aus- 
drucke [</>, vermöge </>, = o . . . — 0. Es fragt sich nun, ob 
diese Eigenschaft Tür Gleichungssysteme, welche die Form (G) er- 
halten können, charakteristisch ist. Um diese Frage beantworten zu 
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können, schicken wir eine allgemeine Bemerkung voraus, die im 
Folgenden mehrfache Anwendung linden wird. 

Gestattet ein Glcichungssyslcm, welches sowohl die Form 
</>, -jji 0 . . . <I> m — 0 wie die; Form '/', — (),... *P m -_- 0 annehmen 
kann, jede inlinilesimale Transformation so ist es leicht zu 

erkennen, dass es auch jede infinitesimale Transformation ge- 
stattet. Nach unserer Voraussetzung verschwindet nilmlich jedes 
[tf»,</y] vermöge </',—()... 0 IH — 0 und gleichzeitig jedes [0,'/^] 
vermöge '/', — 0 . . . ^ 0. Dann aber verschwindet jedes 
[V k <f> t ] — — l/A'/'»] vermöge '/>, ~ 0 . . . 0 m — 0 und folglich auch 
jedes \JP\ '/',] vermöge '/', — 0 . . . W m — 0 , wie behauptet wurde. 
Hiermit haben wir nun zunächst den folgenden von mir herrühren- 
den allgemeinen Satz. 

Satz 3. Stehen m Gleichungen 0, 0 . . . */> m — 0 in den Ver- 
änderlichen J*| . . . ;r„ zp y ... p n in solcher Beziehung, dass jedes [</\ </> k \ 
vermöge des Gleichungssystems 0, - • 0 . . . <I* m -— 0 verschwindet, so 
besitzt jede andere Form: l / f x — 0, ... '/ y m ~- 0 unseres Gleichungs- 
systems dieselbe Eigenschaft: es verschwindet jedes ['/*",- V»] vermöge 
l l\ - 0 . . . </' m - 0. 

Stehen n -\- 1 unabhängige Gleichungen <f> { — i) ... -- 0 
in solcher Beziehung, dass jedes [</>,• </>*] vermöge *1\ ■=- 0 ... 0„ + , — 0 
verschwindet, so folgt daraus nicht, dass unsere Gleichungen sich 
hinsichtlich z,p i ...p, l auflösen lassen. Ist aber eine solche Auf- 
lösung 

(6) 3 - F(x) = 0 , />, - F t (x) = ü . . . />„ - /•„{*; - 0 

möglich, so verschwindet nach dem Satze 3 jeder Ausdruck 

bF 

[ Pk - F k , 3 - n =. ft - - - ~ 

b F 

vermöge der Gleichungen (0), und es ist daher = Also 
haben wir den 

Satz 4. Ein nach z p t ... p„ auflösbares Gleichungssystcm 
0, — 0 . . . 0„ + , — 0 I« den Veränderlichen x { ... x H zp x ... ;>„ be- 
stimmt dann und nur dann eine Element- M H > wenn jedes [0, </\ ; ver- 
möge des Glcichungssystenis verschwindet. 

Gleichzeitig können wir unter Anderem den folgenden Satz 
aufstellen: 
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Satz 6. Ein nach zp t ... p n auflösbares Gleivhungssystem 'J>, — o, . . . 
</'„ + , = «„ + , tili/ f/f» willkürlichen Constanten o, ... <i„ + , stellt dann 
und nur dann für jedes Werthuystetn der a k eine Elemenl-M n dar, 
wenn alle [ < / , i < / , k ] identisch null sind. 

Dieser letzte Satz bildet bekanntlich die Grundlage für Jacobi's 
Integrationstheorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

3. Enthalt die Gleichung z - /<>, . . . x H a x . . . a„ + ,) ^ 0 m -f- 1 
Parameter a, ... tf, l + l , so stellt das Gleichungssyslem 

IG) 3 _ Ffrr, ...„.) . 0 , - = 0 . . Vn - 0 

für jedes Werthsystem der Parameter a k eine Element- J/ N dar. ist 
die Determinante 

ÖF JVF 

" * Äx N 

«, a, . . . 

nicht identisch null, so sind die Gleichungen (G) nach den a k auf- 
lösbar, und dann bestimmen die hervorgehenden Gleichungen 

a k = (f k (.r, . . . j„ sp t ... />„) (/. r= I . . . n 4- I) 

OO m+i verschiedene Element- 3/„, deren Elemente uj) keine von 
den a freie Kelation erfüllen. Es verschwindet somit der PfaffscIic 
Ausdruck dz —/),</#, — ... — p„dx H für jedes Werthsystem ixp, uud 
für jedes Werthsystem dz dx dp, welches die » -f- 1 Gleichungen 

erfüllt. Daher ist es möglich n -j- 1 Functionen von 
x, . . x H zp { ... ;»„ anzugeben, welche die Gleichung 

identisch erfüllen. 

Sind auf der anderen Seite 2 7 Functionen y, ... 1/^ 7r, . . . ;r y vor- 
gelegt, welche die Gleichung 

identisch erfüllen, so können wir ohne Beschränkung annehmen, 
dass y, ... </ v unabhängige Functionen sind ; sonst liesse sich niim- 
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* 

lieh offenbar eine analoge Gleichung aufstellen, in welcher die Zahl #/ 
eiuen kleineren Werth besasse. Sind aber y, . . . y v unabhängige 
Functionen, so bestimmen die Gleichungen 

IT'l = a i < • ■ • f Pn = (l q 

für jeden Werth der Parameter a eine Element-Mannigfaltigkeit; 
folglich ist die Zahl </ mindestens gleieh n + 1 ; denn eine Element- 
Mannigfaltigkeit enthüll höchstens OO" Elemente. Setzen wir ins- 
besondere voraus, dass y — » -f- I ist, so erhalten wir durch Ver- 
knüpfung der vorangehenden Entwickelungen den Salz: 

Satz 6. Sind g x ... hinsichtlich z/i, ... p n unabhängige 

Functionen von j-, ...x n zp t ■ ■ p„, so ist zum Bestehen einer iden- 
tischen Gleichung von der Form 

(Ü'i dz - />, da\ - ■ ■ ■ — p n dx a = i, dif- t + - ■ ■ + ;r n+l dg n+x 

erforderlich und hinreichend, duss olle (f,r/ A identisch gleich MuH 
sind. Alsdann sind die rr, eindeutig bestimmt. 

Dieser Satz isl hingst von meinen Vorgangern, wenn auch mög- 
licherweise nicht eben in dieser Form aufgestellt worden. Es ist 
aber wohl zu beachten, dass es zum Bestehen einer Idcnlitül von 
der Form ((»') keineswegs nothwendig ist, duss g\ ... <f„ + \ hinsicht- 
lich zpi ... p„ unabhängig sind. 

4. Eine Transformation 

(7) z' = Z { x t . . x n zp t . /,„) , x k ' - X k .i-, . p H ) , p k ' - - l\ ( j-, ...z.. p H ) 

(k 1, i . . n) 

in den Veränderlichen x, . . ... ])„ heissl nach mir eine lle- 

rührungslransformalion, wenn eine Identität von der Form 

dX - /', dX, - • - P H dX H — Q{ds - />, dx t - . - ■ — 

besteht. Es ist dabei klar, dass die Grösse von Null verschieden 
sein muss; denn sonst bestände zwischen ZA',.. A'„ mindestens 
eine Relation; da aber die Gleichungen (7) eine Transformalion 
bestimmen sollen, so ist es von vornherein vorausgesetzt, dass 
ZA, ... X n I\ ... /*„ unabhängige Functionen von z x, ... p n sind. 

Das allgemeinste Gleichungssystem in den /, A\ /*, :, x, p, 
welches die Gleichung (7) oder die äquivalente Gleichung 

l>(dZ l\dx t /'„</ \„ — a [<lz — Pfdx^ — •• ■ — p n dx„) 
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erfüllt, wird nach der Theorie des Pfaff'scIigd Problems erhalten durch 
Elimination der Grössen ;., ... /„, P und a zwischen 2» + m -f- 2 
Relationen von der Form 

Ü k (zx t . . x„ ZA, . . . .VJ = 0 [k ^ \ ... m , 



l8) 



p ~ x « U + " ' + "* TT ' a ~ l > hz i>z 



in denen J2, — 0 . . . Jl m 0 m beliebige unabhängige Gleichungen 
zwischen z . . . x„ Z X, . . . X„ bezeichnen sollen. Hierbei ist aber 
wohl zu beachten, dass das hervorgehende Gleichungssystem keines- 
wegs immer eine Transformation zwischen den beiden Variabcln- 
systenien z, x,p und Z, X, P liefert. Wählt man m bestimmte Glei- 
chungen Jli — 0 ... Jl m — 0, so entscheidet man nach den ge- 
wöhnlichen Regeln durch Determinanlenbildung, ob sich aus den 
Gleichungen (8) Relationen zwischen den Grössen z x p oder zwischen 
den Grössen ZXP ableiten lassen. Hierbei gilt der bemerkens- 
werlhc Salz, dass sich immer gleichviel Relationen zwischen den 
z,x,p wie zwischen den Z, X, P herleiten lassen'). Sind ins- 
besondere die Grössen des einen Systems von einander unabhängig, 
so ist dies auch mit den Grösseu des zweiten Systems der Fall. 
Hiermit erhalten wir den folgenden aus der Theorie des PrAFFschcn 
Problems bekannten 

Satz 7. Sind Z X, ... X„ P x . . . P H gegebene Functionen von 
zx t ... x M p l ... p H , welche die Gleichung 

dX — P t d.\ t — • — /'„ (/A' n = o [ds — p t dx t — ... — p n dx H ) , q =i. 0 

identisch erfüllen, so sind die Grössen ZXP unabhängige Functionen 
von zx, ... x H p t ... p H . 

Durch Verknüpfung dieses Satzes mit den früheren Betrach- 
tungen erhalten wir ohne weiteres den Satz: 

Satz 8. Sind Z X, ... X„ P { ... P n gegebene Functionen von 
zx { . . . x u pt . . . />„, welche die lledingungsgleichung 

dZ - P.rfA', P n dX n = g [dz - Pi d.r, p n !>x n: , p ,*= 0 

identisch erfüllen, so liefern die Gleichungen 



*) Archiv for Math. Christiania «876; Math. Ann. Bd. IX, S. 5S1. 
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immer eine Berährungstrunsform alinn. 

Deuten wir eine Berührungstransformation z — /, x k — X k , 
p k ' •-_= f\ in den Veränderlichen s p als eine Operation, welche 
jedes Element zxp in das Element z x p überfuhrt, so können wir 
sagen, dass eine Berührungstransformation jede Element-Mannig- 
faltigkeit allgemeiner Lage in eine ebensolche überfuhrt. Diese 
Eigenschalt der Berührungstransformationen Hesse sich natürlich als 
Delinition derselben benutzen. 

Eine besonders wichtige Berührungstransformation, die von 
Euler herrührt, wird dargestellt durch Gleichungen von der Form 

(y) | 5 ' " 3 _ Vi a « - - /v r v ' vi =■ - T i • • vü ----- — . 

es besieht ja identisch die Gleichung 

y » 
,l(z- //,.r, - /» v .i f/ ) >r A .<//> A . yftPiiix, 

i v+i 

In diesem Falle ist y gleich 1. Die EuLKR'sche Transformation 
umfasst die Dualität im Räume zx x ... j m als speciellen Fall. 

Eine andere einfache Berührungstransformation wird delinirt 
durch die Gleichungen 



(10) 



a ii 

Z = 3 — 



11 Vk 



•»V *k + $7 , /V = /'* , = « • • • ") ; 



es ist ja 

</( 3 — -Jf* (j k + p^) .-= rfs - />, </.r, - - i> n tlx„ . 

Ist insbesondere n — 2, so stellen die Gleichungen (10) eine soge- 
nannte Dilatation | Paralleltransformation) des Raumes ix x x 2 dar. 

5. Wünschen wir die allgemeinste infinitesimale Berührungs- 
transformation 

öz = tdl, dx k = !- k öt, dpi = mit 
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in den Veränderlichen zxp zu finden, so bilden wir die Gleichung 

— (dz - p, d.T, - ■ • p„ </.r„) = o {dz - p t dr t - - - / V /.t„) 

oder ausgeführt die Gleichung 

-= a {r/s - f/.r, - • - /) n f/;r„) , 
die sich in die folgenden Relationen zerlegt: 





/> 










-••-/'» 








- • ■ " />« 

(*,'■=«, 


»& - « . 

b pi 

i ... n) . 



Schreiben wir diese Relationen folgendermassen : 

>(g-P.g. = „ 

ö ;7> A . ' * Ä Z k 

MS — Pt = ._ | 

und setzen 

fn?»- - 

so erhalten wir für £, £, und 7r t einfache Ausdrücke, welche nur 
die Grösse \V und ihre Ableitungen enthalten. In dieser Weise 
finden wir den Satz: 

Satz 9. Jede infinitesimale lierühnmgstransformation in den Ver- 
änderlichen z.r, ... x„px ... p„ besitzt die Form 

dsri b\V dz „. , ^ bW 

-dt ^ 6fr ti = ~ H +4* p * d P ^ • 

(H) 

<)/>,. if MV 

//i>r bedeutet W eine ganz beliebige Function von den z x p. 
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Wir nennen XV die charakteristische, Function der infinitesimalen 
Berührungstransformalion ( 1 1 ). Das Symbol derselben ist offenbar 

(wn-w v . 

Fuhren wir in diese infinitesimale Transfonnalion neue Vcrander- 
liche z'xp ein und zwar vermöge einer Entaschen Transformal ion 

(9) z = z — />,.t, - • • • - p q x q , p x ' — - .r, , • p q ' = — :c q 

P u +k = Pq+k . T ,' =" •'>/ - /'., • »V* -■= , 

so ist es von vornherein einleuchtend, dass wir wiederum eine in- 
finitesimale Herührungstransformalion in z'xp erhalten milssen. In— 
»lein wir dies durch Rechnung bestätigen, erhalten wir die Formel 

welche uns den Satz liefert : 

Satz 10, Führt mau in eine infinitesimale llerührungslransformalion 

j XV f} — W neue Veränderliche z x p vermöge einer Ei i.ER'schen 

Substitution ein, so wird die charakteristische Function der neuen in- 
finitesimale» Transformation ohne Weiteres erhalten, wenn in die alte 
charakteristische Function die neuen Veränderlichen eingeführt werden. 
Aus den soeben angestellten Helrachtungen llissl sich noch ein 

Schluss ziehen. Es ist ja - -■—{,- und also folgt 

Dies giebt uns den Salz: 

Satz 11. Hei der EiLERSehen Transformation (*)) bleibt jeder Aus- 
druck [XV f] absolut invariant. 

Am Einfachsten beweist man übrigens diesen Salz, indem man 
verificirt, dass derselbe richtig ist, wenn W und f zwei beliebige 
unter den Grossen z'xp' sind. Daraus folgt leicht die allgemeine 
Gültigkeit desselben. 

6. Stellen nun n 1 gegebene Gleichungen 0, = 0 . . . 
0„ + , — 0 in den Veränderlichen : r, . . . x„ ... ;*„ eine Element- 
M n dar, so können die aufgelösten Gleichungen 



■ 
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(13) 



durch eine Eui.KRSche Transformalion die Form 



--' -*<*.•■■ •■'.V o, o 
erhallen. Nun aber ist 

i= *• ::i *■--£]-•= 

also (Salz II) sieben die Gleichungen (13) in derselben Beziehung 
zu einander, kurz (Salz 3) es versehwinden alle [0,0»! vermöge 
0, — 0 . . 0„ + , — 0. Also: 

Satz 12. J>7c//rw u-\-\ Glriclnmgni 0, - 0 .. 0 M+I r- 0 eine 
Element- M„ dar, so verschwinden alle [0, 0, 1 rernuHje 0, 0 ... 

0h + . <>• 

Hieraus folgt nun ohne weiteres der Satz : 
Satz 13. Itcsteht eine (Ueichuny von der Fort» 

dz - /».(/.i, /'„''•'•„ - x Vd7. \- l P,dX, + 1- V n dX H . 

x« sind die Ausdrucke [ZA',- 1 , ,A,AY| sätnmtlich identisch null. 

Sieben andererseits n -f- I unabhängige Gleichungen 0, 0... 
'K + i 0 paarweise in solchen gegenseitigen Beziehungen, dass 
jedes L0,0 t ! vermöge 0, - 0 ... 0 I(+I — . 0 verschwindet, so ist es 
immer möglich, die Gleichungen 0, ~ 0, 0 2 0 ... 0 W + 1 — 0 hin- 
sichtlich z und »t Grössen j-, oder p k »>>l lauter verschiedenen ludices 
aufzulösen. Ware in der That keine derartige Auflösung möglich, 
so wurde der Salz 3 auf einen Widerspruch fuhren. Kann nun 
unser Gleichungssystcin etwa nach z a\ ... , . . />„ aufgelösl 

werden, so kann es oirenbar auch die Kon« 

3 - Pt •'• - • • - /yv, - '•'(/', ••• Pr'q+ % -V = 0 • 

/'t - ^fc (/', • • /' v • • ■' ») = 0 , ■ = 9 + < • «) 
erhallen. Dabei sollen (Salz 3) die Ausdrücke 

[;-/,, /V r v - /< , r + f'/' — - j.r, + J^J , 

| 3 _ /)(:r| __ Vr r u - /• , Vk - <U k ] Vk - ^ 



- 
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vermöge des Gleichungssystems verschwinden;, also ist 
Wir erhalten somit zunächst den 

Satz 14. Ein System von n -f- 1 unabhängigen Gleichungen 
— 0 ... 0 n + t =i 0 in den Veränderlichen z x t . . . x„ p , . . . p n stellt 
dann und nur dann eine Klement-M„ dar, wenn alle [</\</\] vermöge 
des Gleichungssystems verschwinden. 

Hieraus ergiebt sich ferner der Satz: 

Satz 15. Ein System von n -f- 1 unabhängigen Gleichungen 
0, — a, ... <P H + l —- a n+i mit den n -f- \ willkürlichen Parametern 
ß, ... a„ + l stellt dann und nur dann für jedes Werthsystem der a eine 
Element-M H dar, wenn alle identisch gleich null sind. 

Gleichzeitig erhalten wir den Satz: 

Satz 16. Sind Z, X, ... X H unabhängige Functionen von z x s ... 
x„ pt ... p n , so bestimmen die Gleichungen 

s = / , J", = A, • ./ „ — A„ 

</«nn und m/r dann eine Berührungstransformation, wenn alle [ZX,\ 
[A^Xj] identisch gleich null sind. Die hinzutretenden Gleichungen 
/>,' P, werden aus der Redingungsgleichung 

d'Z — P,f/.Y, — ... — I* n d\„ — (>(//= — p, f/.r, — ... — p H du' H '. 
bestimmt*). 

Wenn zwei Functionen 0 und <P" von :r, . .. £ H zp, ... p„ in der 
Beziehung = 0 stehen, so sagen wir, dass dieselben in In- 

volution liegen. 

» 

7. Bestimmen die Gleichungen 

z = / , x k ' = A A . , p,' = P, 

eine BcrUhrungstransformalion, ist also 

dZ - P t d.Y, P n dS n « e (d a ~p 1 d.T, p n d.r n l , f =m) 

*) Gcsellscli. d. WisscDsch. zu Christiania, 1873, S. 245. Soll die Gleichung 

dz - p i dx i - ... - p n d;r n z,-= 0 o d,f o + 0 i (iff % + • ■ ■ + «MV« 

bestehen, so können niclil die Grössen (f 0 <p i ■ ■ • (f> n alle von 5 frei sein. Ks isl da- 
her erlaubt, wie an der cilirten Stelle geschehen, unter tp H eine Grösse zu verstehen, 
welche 3 wirklich enthält. 
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so liefern auch die Gleichungen: 

=' = / — P, V, P, , — V, • • • /»,/ - - -V, , -= P,, +A , 

eine derartige Transformalion, • und also zeigt Satz 16, dass die 
Functionen Z — P t X, — ... — /*„A r y , P t ... P u , A' 7 . H ... A' H paar- 
weise in Involution liegen. In dieser Weise erhalten wir die Rela- 
tionen 

[/>,/',] -0 ; [A^l-O, («-*), 
Iis bestimmen aber auch die Gleichungen 



5 - ^ / _ • - - -.= Z 



KI + PJ + - /V V/ 

a P k „ 

eine Beiührungslransformulion ; folglich ist 

[* + &- ■•• 

woraus folgt 

[ V, /»,] = ;.V,fM= •• ={\ n P n )- 
Betrachten wir endlich die Berührungslransformation 

z' — 7. , .t, =^ .Y, • • • a' n — V,, , + , — :v n + , T 

/V - '\ = • />»'-, = e/w, 

in den Veränderlichen zx { . . . x H+i />, . . . p, i + i , so finden wir die 
Gleichungen 

[V,/',| - • • - ,;.\ N P n ]- - e . 
Hiermit haben wir den 

Satz 17. Bilden die Gleichungen 

Z ' = /• , .T*' =r: A'jt , =-. /»Jt 

eine llerührumjstra Information, so bestehen die Helalionen 

|^VJ = i,V j .\,] = (.Y < ^==[P I P,]^0, 

Iii! 

4'', = e -o. 

Es lassl sich nun umgekehrt zeigen, dass jedes Grossensystem 

At.har.dl d. K. 3. flo«^lUch. «I. Wi«». XXIV. 40 
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ZX { ... X„ P, .. . P,,, welches die Bedingungsgleichungen (U) er- 
fülll, eine Bcruhrungslransformation liefert. Es isl zunächst leicht 
zu seilen, dass die Grössen Z, X, P unabhängig sein müssen. Be- 
stünde in der That etwa die Gleichung: 

P t =*V[ZX t ■ S H P t - - /;), 

so käme 

diese Gleichung isl indess unmöglich, indem die rechte Seile gleich 
Null, die linke von Null verschieden isl. Bestünde andererseits eine 
Relation von der Form: 

so gäbe die Gleichung 

V\*] = 'V/J 

die Relation 




welche nach dem eben Gesagten unmöglich isl. In ganz analoger 
Weise ergichl sich, dass auch keine Relation zwischen X, . . . A'„ 
allein bestehen kann. 

Da nun Z X, ... X„ sicher von. einander unabhängig sind und 
überdies paarweise in Involution liegen, so giebl es immer (Satz 1 G) 
n Grössen //, ... //„, welche eine Relation 

a{dZ — J7,</.\, — • • — i/„'/A n } = (/s — /J.f/x, — • — p H dj n 
identisch erfüllen. Es bestehen daher u. a. die Gleichungen 
[.y*/!,! = 0, {11^.} - um =° 
Bilden wir nun die n — 1 linearen partiellen Differential- 
gleichungen 

[ v: = o . . . [xj] - o , 

so erkennen wir zunächst, indem wir /' der Reihe nach die Werlhe 
P 2 P, ... P„ ertheilen, dass unsere n — I Gleichungen unabhängig 
sind und somil höchstens n -j- 2 unabhängige Lösungen besitzen. 
Wir kennen aber schon so viele unabhängige Lösungen, nämlich * 

Z , A', , A'j • • A n P, . 

Kolglich besitzt jede Lösung, z. B. //, , die Form 

J7, = W{ZX t X t ••• Y„/',) . 
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Tragen wir diesen Worth in tlic Gleichung: 

[Z/T,]- 77, A./T. ^O, 

so kommt 

^-'{l//',]- II | V, /»,]}= o 

oder,, da IV wegen der Gleichung <j [//, A', ' — I nicht von 7», frei 
sein kann: 

[//>,] - H'l.V.P,] = 0. 

Andererseits aber ist 

[?■!><] - f, i-V. *\1 = 0. 

also folgt IV — /> und überhaupt // t — /** . 
Also: 

Satz 18. Zum Bestehen einer identischen Relation von der Form 

dz — />, </.r, — ... — p n f!.r n •= ~ {>IZ - P.rfA', - ... — P H il\ n ) 

ist erforderlich und hinreichend, das* die 2 m -J- 1 Grössen Z, A, um«/ 
l\ die Bedimjuiujsijleichungen 

erfüllen. 

Diesen fundamentalen Satz veröffentlichte ich in dieser Form 
in den Verhandlungen der Gesellschall der Wissenschaften zu 
Ghristiania, 1872 und 1873, S. 258. Derselbe ist übrigens nur eine 
andere Form des folgenden von mir an der angegebenen Stelle be- 
wiesenen schönen Salzes: 

Satz 19. Zum Bestehen einer identischen Relation von der Form 

p.d.r, + Vx tl., x h 1- /v /.»„ = + l\il\ t H 1- P n ä\ n 

ist erforderlich und hinreichend, dass die 2 m -j- 2 Functionen X und 
/* von den f, p die Relationen 

(V,V A ^(V,/',)^(^/' t ) = 0, (/. V, -1 

erfüllen. 

4.)* 
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8. Kino inlinitesimale Bcrührungstransfoi malion in den Ver- 
änderlichen :i, . .. x„p t ... ji„ . erllicill den x, und p k Inercmente, die 
nur von den x und p abhängen, wenn die charakteristische Func- 
tion derselben die Form 



besitzt und dabei A eine Conslanle bedeutet. Besonders wichtig 
ist der Fall A — 0; alsdann ist 



das Symbol der infinitesimalen Transformation. Zwei derartige 
Transformalionen m, und « 2 sind verlauschbar, wenn (»/, tt^) — 0 ist ; 
sieht man von z ab, so genügt schon, dass {«, tfj) gleich einer Con- 
stanlen ist. 

Sind u und v Functionen von den xp, so bleibt der Klammer- 
ausdruck [uv) bei jeder Berührungstransformation in den x p in- 
variant. Dies gilt im besonderen auch, wenn die besprochene 
Transformation infinitesimal ist. Indem man dies analytisch aus- 
drückt, erhalt man die allgemeine JacobiscIic IdenliUit. Eine andere 
Deutung*) der jAConi'schen Identität erhalt man, indem man zwei 
infinitesimale Berühiungstransformalionen in den xp, etwa u x 
und ftj, betrachtet. Dieselben lassen den pFArrschcn Ausdruck: 
(/ : — p { dXi — ... — p„dx H invariant. Setzt man daher 



so ist einleuchtend, dass auch die Transformation — //,(//,(/")) 

jenen IVuischen Ausdruck invariant lassl und somit die Form 



besitzt. Hierdurch wird man wiederum auf die JacobiscIio Identität 
geführt. 

Die Mayer sehe Identität gestattet eine ganz ahnliche Deutung. 

Sind IV, und Hj die charakteristischen Functionen zweier in- 
finitesimalen Berührungsiransformationen A',/' und X.J in den Ver- 
änderlichen 2 x p , so ist 

' Mall.. Ann. Bd. XVI. S. ß*8. 



A 3 -|- u (.r, 



•'n /', • * • /»n) 






21 



Zl R TllKORIK DKR BuRl IIRCNGKTRANSKORUATIONF.N. 



die charakteristische Function der infinitesimalen Transformation 
A, (X 2 (/-)) -.A'^X, (/•)). 

Wird auf die infinitesimale Bcrührungslransformation IV die end- 
liche Berührungstransformation 

ausgeführt, und ist dabei 

<//* - />, </ V, — • — P„(/.Y W ^ q[,!z - p t f/.x, - • • • - />„</:> „) , 

so ist (i)V die charakteristische Function der neuen infinitesimalen 
Bcrührungslransformation (Aich, for Math., Christiania I87G). 

Sind i/| ... u r Functionen von ,r, ... x„ />, .../>„, welche paar- 
weise Relationen von der Form 

erfüllen, so bilden die m 4 und alle Functionen u derselben nach 
meiner alten Terminologie eine Funcl'ionetujruppe oder noch kürzer 
eine Gruppe. Ich wühlte diese Bezeichnung, weil alle infinitesimalen 
Berührungstransformalioncn (uf) eine unendliche Gruppe von Be- 
rührungstransformationen erzeugen. 

9. Eine Berührungstransformalionsgi uppe in den Veränderlichen 
x x ...x H zp t ...p„ heisst redmibel, wenn sie durch eine Berührungs- 
transformation in diesen Veränderlichen in eine Gruppe von hmht- 
transformationen des Raumes z x, ... übergeführt werden kann. 
Sonst heisst sie irreducibel. In den Veränderlichen zxp ist somit 
eine reducible Gruppe imprimitiv. Eine irreducible Gruppe kann 
natürlich auch imprimiliv sein. Eine Berührungstransformalions- 
gruppe ist reducibel dann und nur dann, wenn sie ein n-gliedriges 
vollständiges System invariant lasst, dessen Lösungen paarweise in 
Involution liegen. 

Es ist mir gelungen, alle endlichen Berührungslransformalions- 
grnppen des dreifach ausgedehnten Raumes zu bestimmen, welche 
im fünffach ausgedehnten Räume z r, x., p { p t primitive Gruppen 
liefern. 

Auch das allgemeine, sehr schwierige Problem, überhaupt alle 
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endlichen Bei ührungstransformalionsgruppen des dreifiichon Raumes 
zu bestimmen, habe ich im Prhtcip gelöst; nur einige Detail- 
rechnungen bleiben noch übrig. 

Aus meiner alten Bestimmung aller Berührungstransformalions- 
gruppen einer Ebene ergiebl sich ohne Schwierigkeit (Archiv for 
Math. Bd. t), 1884) die Bestimmung aller Gruppen von Punkt -Trans- 
formationen des dreifachen Baumes, hei denen eine nicht lineare 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung invariant bleibt. Eine 
derartige Gruppe ist immer Midlich. Ist sie intransiti\, so enthalt sie 
weniger als drei Parameter. 

In dieser Weise erhüll man u. a. den Ausgangspunkt für die 
Bestimmung aller Mannigfaltigkeilen im Ii t , die eine prqjeclive 
Gruppe gestatten und zugleich einen Ansatz zur Bestimmung aller 
Mannigfaltigkeiten im /f,, die eine Gruppe von conformen Punkt- 
Iransformalioncn gestatten. 

Wünscht man alle irreducibeln Berührungslransformalionsgruppen 
des dreifachen Baumes zu bestimmen, die eine Schaar von Glei- 
chungen 

F[.r t x t z p % p t ) = Const. 

invariant lassen, so kann man zunächst /*' = r 2 setzen. Jede der- 
artige Gruppe enthalt eine invariante irreducible Untergruppe, welche 
alle Ebenen .r 2 = Consl. stehen liisst. Diese Untergruppe /' 
transformirt die Linienelemenlc jeder Ebene a* 2 = Consl. durch eine 
irreducible BcrUhrungstransformationsgruppc g dieser Ebene. Es 
sind daher drei verschiedene Kalle zu untersuchen. Ist insbesondere 
die Paramelerzahl der Gruppe n gleich zehn, so ist die Gruppe /' 
ebenfalls zchngliedrig. 

Bei einer irreducibeln Berithrungstransformationsgruppe einer 
Ebene bleibt immer eine (Gült. Nachr. 1874) und nur eine Diffe- 
rentialgleichung dritter Ordnung invariant. Dieselbe kann auf die Form 
if = o oder, wenn man es vorzieht, auf die Form y y' — \ y" 1 — 0 
gebracht werden. 

10. Bestimmen die Gleichungen 

(t) z - Z( 5 .r, • • • cr nVl ■ • ■ /,„) , <.r k ' -- \ k , p k ' - P k (k = 1 • • »} 
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eine Berührungsiransformation, so sind, wie schon früher bemerkt, 
die linearen partiellen Differentialgleichungen 

sicher unabhängig. Es sind daher nicht alle «-reihigen Determinanten 
der Matrix 

ö .Y fc b.\ k J>A' t bX k bX k bX k , d-Vjfc 

identisch gleich Null und offenbar auch nicht alle «-reihigen De- 
terminanten der einfacheren Matrix 



*X k bXk ÖA* . 
ty, "' du, a.r. ^ '» ö: 



j>-Y A . ÖA* 

Ä J' M / '" d5 



d/>„ d.r, 

Unsere Transformation hat, wie wir wissen, die Eigenschaft, die 
PpAFF'schc Gleichung dz — /),(/.r, - ... — p n dx n = 0 invariant zu 
lassen. Es ist nun möglich, eine erweiterte Transformalion in den 
Veränderlichen 

r, • • • ,r„! />,/», •••/>„ r„ • • r, A . ----- r ki ■ ■ • r nn 
von der Form: 

z'^Z , x k = A* , /i k ' - = /' fe , r lJt ' = % (vzp, a ß) 

zu bilden, welche das System der Pfaff'scIicii Gleich ungen 

dz - />, </a-, - • - - /V /.t„ =s 0 , dp k - r A ., </.r, - • • • - r k „d;v„ --== 0 

invariant lassl. Unsere Forderung wird ja, wenn wir allgemein 
setzen, durch die Gleichungen 

ausgedrückt. Es fragt sich, ob die »-reihige Determinante 



J = 



ZXj 



ÄA> vr »A> 



vermöge » rJk — r lr verschwindet. Nach der an die Spitze dieser 
Nummer gestellten Bemerkung ist dies offenbar nicht der Fall. Man 
erhalt also eine Bestimmung aller rj durch die Grössen xzpr aft : 

'ki — n ki •■• z ■■■ p n ■■■ r„J , 
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und dabei ergiebt sich, dass jedes Il ki vermöge r af — r 1a gleich 
lt, k ist. 

Unsere Berührungstransformalion transformirl daher nicht allein 
i.r, ... j„ und die ersten Diflerenlialquolicnlen von : nach den jr t , 
sondern auch die zweiten Dill'erentialquolienlen von z. Aehnliehc 
Ueberlegungcn zeigen, dass auch die höheren Diffcrcnlialquoticnlen 
unter sieh liausformirt werden. 

Ist nun eine Gruppe von Bcrührungslransformaliuiicn vorgelegt, 
so lindel man durch Milberücksichligung von allen DilTerenlialquo- 
tienten erster, zweiter bis wler Ordnung eine erweiterte Gruppe. 
Ihre Invarianten sind Uifferenlialinvarianlen der nrsprtinyliehen Gruppe. 

11. Wir werden annehmen, dass einerseits eine Klement-JI/„ . 
andererseits eine iniinilesimale Berührungstransformalion mit der 
charakteristischen Function W[xzp) vorgelegt ist. Wünschen wir 
nun zu entscheiden, ob das Gleiehungs>ystem '/', = 0 ... V> M+I 0 
unserer Klement-3/ N die iniinilesimale Transformation H' gestaltet, so 
bilden wir, wenn unser Gleichungssystem die Form 

3 _ /.-(. rt . . . j. n ) = o , p k - = 0 

erhallen kann, die Ausdrücke 

führen sodann in ihnen die Substitution : — /* , p k — . aus und 
verlangen schliesslich, dass die hervorgehenden Ausdrücke identisch 
verschwinden sollen. Hierdurch erhalten wir die Bedingungsglei- 
chungen 

^ x ,...,.^... > i£j a , t _i;^ a .,^,...^ 

welche sich auf die erste reduciren. DasGleichungssyslem z — F — 0, 
p k — 0 gestaltet daher die iniinilesimale Berührungslrans- 

formation W dann und nur dann, wenn es mit der Gleichung 
IV — 0 vertraglich ist. 
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Kann das Gleichungssystcm der vorgelegten Elemcnt-M n nicht 

h F 

die Form z — Fla-) = 0 , p k — -- ■ - = 0 erhallen, so ist es, wie 

wir wissen, immer möglich, dasselbe durch eine Eiler'scIio Trans- 
fonnalion auf diese Form zu bringen. Gleichzeitig verwandelt sich 
die infinitesimale Berührungsiransformation W in eine Berührungs- 
Iransformalion in den neuen Veränderlichen, deren charakteristische 
Function wiederum W ist. Das früher abgeleitete Resultat gilt da- 
her immer, kurz es besieht der Salz: 

Satz 20. Dax Gleichunyssyxtcm') einer Elemcnl-M n gextaUel eine 
infinitesimale licrührungslransformation \Y dann und nur dann, wenn 
es mit der Gleichung \V[xzp) — 0 verträglich ist**). 

Dieser schöne, wenn auch im Grunde selbstverständliche Satz, 
den ich im Jahre 1871 oder 1872 entdeckte, war der Ausgangs- 
punkt für meine Untersuchungen über infinitesimale Berührungsirans- 
formationen. 

Wir wollen jetzt annehmen, dass q ^> » -f- 1 unabhängige 
Gleichungen : 

0 t = o • • • ö>„ + , = 0 • • • 0 9 = 0 

eine Element-Mannigfaltigkeit bestimmen, welche natürlich oo 2 " + , ~ v 
Elemente enthalt. Man übersieht leicht, dass diese Element- Mannig- 
faltigkeil dann und nur dann die infinitesimale Berührungstransformation 
\\ gestattet, wenn sie von charakteristischen Streifen der Gleichung 
\\ = 0 ei;*ugt ixt. 

Wir wollen nun annehmen, dass eine Elcment-J/„_, vorgelegt 
ist, welche die infinitesimale Berührtingstransrormalion >V nicht ge- 
stattel. Bilden wir dann alle endlichen Transformationen derjenigen 
eingliedrigen Gruppe, deren infinitesimale Transformation W ist, und 



*) Der Satz 20 gilt ohne Ausnahme, also insbesondere auch wenn die be- 
treffende Klement-M,, eine simjuliire Integral-;»/,, liefen. 

*') Man kann den Salz des Textes auch so aussprechen: Eine Element- 
Mannigfaltigkeit gestaltet die inlinilesimalc Bcrührungslransformalion II' dann und 
nur dann, wenn sie von charakteristischen Streifen der Gleichung W = 0 erzeugt 
ist. Diese Formulirung ist aber insofern speeieller als diejenige des Textes, als 
sie siiufulüre Integral-Mannigfaltigkeiten nicht berücksichtigt. Was die Theorie de»- 
singulärcn Integral-Mannigfaltigkeiten einer partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung betrifft, verweise ich auf Dariioiixn gekrönte l'reisschrifl. 
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fuhren alle diese Transformationen auf die Elemente unserer 3/ M _, 
aus, so erhallen wir OO" Elemente, deren Inbegriff eine Elemenl- 
J/„ bilden, welche die infinitesimale Transformation W gestattet, 
welche also die Gleichung W = 0 erfüllt. In dieser Weise lindcl 
mau offenbar alle Elcmcnl-M n , welche die Gleichung \V = 0 erfüllen. 
Diese von mir herrührend« Methode umfasst die GaixiiyscIic Inlegra- 
lionslheorie einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung üls 
specicllcn Fall. 

Hieran schliessen wir einige Betrachtungen Uber partielle Diffe- 
rentialgleichungen höherer Ordnung, die eine vorgelegte infinitesimale 
Bcrührungstransformation W gestalten. Ist </> ~ 0 eine derartige 
Gleichung w-lcr Ordnung, so bestimmt jedes Werthsyslcm 

ein Element der Gleichung. Iis ist nun immer möglich, jedes Ele- 
ment der Gleichung </> — 0 zu linden, welches von der inlini- 

• 

tcsimalen Transformation in ein benachbartes Kleinem Ubergeführt 
wild, das mit dem vorgelegten vereinigt liegt. Der Inbegriff aller 
derartigen Elemente gestattet die infinitesimale Transformation, und es 
ist leicht zu erkennen, dass alle diese Elemente sich zu Element- 
Mannigfaltigkeiten zusammenordnen lassen. In dieser Weise gelingt es, 
eine ausgezeichnete Gusse Integrale') der Gleichung <P — 0 zu linden 
und zwar durch Integralion einer partiellen Differentialgleichung 
m-ler Ordnung in « Veränderlichen ££, ..£„_,. Die betreffenden 
Integral-Mannigfaltigkeilen genügen alle der Gleichung W = 0. 

Die vorangehenden Betrachtungen dehnen sich ohne weiteres auf 
den Fall aus, dass eine vorgelegte Gleichung mler Ordnung *f» — 0 
mehrere vertauschbare infinitesimale Transformalionen gestattet, deren 
charakteristische Functionen VV, . . . W, keine Funclionalrclation von 
der Form 




erfüllen. 

Gestaltet überhaupt irgend ein inlegrables System partieller 
Differentialgleichungen irgend eine endliche oder unendliche Gruppe 



*) Malh. Aimalcn, Bd. XI, S. 190. Anmerkung. 
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von Berührungslransformalionen, so Uisst sich hieraus immer Vortheil 
für die Integration derselben ziehen. Freilich findet man im Allge- 
meinen nur specielle Classen von Integralen. 

12. Kennt man die Dclinitionsgleichungen einer endlichen Trans- 
formalionsgruppe, so ist es natürlich immer möglich, beliebig viele 
Glieder in den Reihcnentwickelungen der betreffenden inlinilesimalen 
Transformationen zu berechnen. Sodann findet man die Zusammen- 
selzung der Gruppe durch ausführbare Hechnungen. 

Enthalt eine r-gliedrige Gruppe X, ... X r _, Y eine (r— l)-glied- 

rige Untergruppe X, X,_,, welche nicht invariant ist, so giebt es 

r— 2 infinitesimale Transformationen 

h = e k\ V i •¥••_• + ( 'k, r - i V r - i - 

welche Relationen von der Form 

[Z k Y) = d kl .V, -f • • -f d ki ,._ , A r _ t 

erfüllen. Dieser— 2 inlinilesimalen Transformationen bilden eine (r— 2)- 
gliedrige Gruppe, die in der {r— 1) -gliedrigen Gruppe invariant ist. 
— Dieser Satz liissl sich nach mehreren Richtungen verallgemeinern. 

Enthüll eine einfache r-gliedrige Gruppe weniger als neun Para- 
meter, so isl sie dreigliedrig oder achtgliedrig. Im ersten Falle ist 
sie holoedrisch isomorph mit der allgemeinen projectiven Gruppe einer 
einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Im zweiten Falle ist sie ho- 
loedrisch isomorph mit der allgemeinen projectiven Gruppe einer 
Ebene. Die zur Bestimmung aller einfachen Gruppen mit neun 
Parametern erforderlichen Rechnungen habe ich grösstentheils durch- 
geführt; nach den Ergebnissen derselben ist es wahrscheinlich, dass 
es keine einfache Gruppe mit neun Parametern giebt. 

Enthalt eine einfache r-gliedrige Gruppe Untergruppen mit r— p 
Parametern und keine Untergruppe mit mehr Parametern, so giebt es 
gleichzusammengesetzte Gruppen r in einem p-fach ausgedehnten 
Räume. Für kleine Wertho der Zahl p (jedenfalls für p = 1,2, 3 
oder 4) kann nun die Gruppe r so gewühlt werden, dass sio mit 
einer projectiven Gruppe des p-fachon Raumes ähnlich ist. Dieser 
Satz gilt aber nicht allgemein für jeden Werth der Zahl Diese 
Bemerkung ist von Wichtigkeit für die Integralrechnung. 
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13. In früheren Arbeiten enl wickelte ich eine allgemeine Inte- 
grationstheorie eines vollständigen Systems mit bekannten infinitesi- 
malen Transformationen. Die Erledigung eines solchen Problems 
verlangte jedesmal die Integration gewisser Hülfsglcichungen, die 
aber unter Umstünden in mehreren Weisen gewühlt werden konnten. 
Ich werde jetzt ausdrücklich hervorheben, dass die Ordnungszahlen 
dieser Hiflfsißeu Innigen immer dieselben bleiben. Auch in diesem Punkte 
besteht eine vollständige Analogie zwischen det Galois'scIicii Theorie 
der algebraischen Gleichungen und meiner Integralionstheorie (vgl. 
('.. Jordan's Iraite des substilulions). 
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